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Zeit und Frequenz
Signale auf zwei
Arten beschreiben und messen

Oszilloskop und
Spektrum-Analyzer

Um die Arbeitsweise eines digitalen Spektrumanalysators richtig zu verste-
hen, ist ein Ausflug in die Grundlagen der digitalen Signalanalyse notwendig.
Es wiirde den Rahmen dieses Artikels sprengen, wenn wir dabei zu sehr ins De-
tail gingen. In einer kommenden Folge ,Einfiihrung in die digitale Signalver-
arbeitung” kann der interessierte Leser eventuelle Liicken schlieBen.

Der Spektrumanalysator

Die Ermittlung der Frequenzkomponen-
ten eines elektrischen Signals ist die Aufga-
be eines Spektrumanalysators. Eranalysiert
also die spektrale Zusammensetzung des
Signals, woraus sich der Name ableitet.

Echtzeitanalysator

Eine unmittelbar einleuchtende, aber
in der Praxis aus Aufwandsgriinden kaum
anzutreffende Methode verwendet eine
Filterbank. Dabei wird das zu analysierende
Frequenzband von Bandfiltern gleichzeitig
in Teilbénder zerlegt. Die Frequenzkom-
ponenten des Signals erscheinen nun je
nach ihrer Intensitdt mehr oder weniger
stark an den zugeordneten Filterausgéngen.
Abbildung 9 zeigt schematisch, wie eine
Filterbank mit den Mittenfrequenzen fi
bis fn das Zeitsignal s(t) in die Teilspektren
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Bild 9:

Aus dem
Spektrum des
Signals werden
die einzelnen
Frequenz-
komponenten
herausgefiltert
und zur Anzei-
ge gebracht.
Nichts anderes
macht die Fou-
rieranalyse.
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Bild 10: Der analoge Spektrumanalysator hat groBe Ahnlichkeit mit einem
herk6mmlichen Radio, das zyklisch liber einen bestimmten Empfangsbereich

abgestimmt wird.

S(f1) bis S(fn) zerlegt, die zusammengefasst
das Gesamtspektrum S(f) ergeben. Bildet
man auf einem Display die Werte S(f,) fiir
M=1...n iiber einer f-Achse ab, ergibt sich
die grafische Darstellung von S(f). Bei einer
feinen spektralen Auflosung ist natiirlich
eine unwirtschaftlich hohe Anzahl von
Filtern mit anspruchsvollen Eigenschaften
(exakte Mittenfrequenz, steile Flanken,
kurze Einschwingzeiten, zeitliche Stabili-
tét ...) erforderlich.

Analoger Spektrumanalysator

Die Analyse aller interessierenden Fre-
quenzkomponenten durch eine Filterbank
lasstsich mit weniger Aufwand realisieren,
indem man das zu analysierende Fre-
quenzband an einem festen Filterfenster
vorbeischiebt (Abbildung 10). Dazu wird
das Eingangssignal mit einer variablen
Lokalsoszillatorfrequenz in eine ZF-Lage
gemischt, wo ein Bandpassfilter mit fester
Mittenfrequenz, aber einstellbarer Band-
breite die jeweiligen Frequenzkomponen-
ten selektiert. Nach deren Gleichrichtung
und Verstiarkung dienen sie der vertikalen
Ablenkung einer Katodenstrahlrohre. Die-
ser vertikalen Auslenkung des Elektronen-
strahls wird eine waagerechte iiberlagert,
die der Frequenz des gefilterten Signals
in der Ursprungslage entspricht. Die
starre Verkopplung des Lokaloszillators

mit der horizontalen Ablenkung ist durch
deren Ableitung von einer gemeinsamen
Grundfrequenz (im Bild die Frequenz des
Sagezahngenerators) sichergestellt.

Bei dieser Art der seriellen Analyse wird

so langsam erfolgen, dass sich kein ste-
hendes Bild mehr auf dem Schirm der
Katodenstrahlrohre ergibt. Fiir diesen Fall
gibt es Rohren mit Speicherdisplay oder
langer Nachleuchtdauer.

Die Zwischenfrequenz wird meist ober-
halb des Arbeitsbereichs des Spektrumana-
lysators gewéhlt, um mit einem einfachen
Eingangstiefpass Spiegelfrequenzen zu
unterdriicken. Nehmen wir zum Beispiel
einen Spektrumanalysator mit einem Ar-
beitsbereich von wenigen kHz bis 100 MHz
mit einer Zwischenfrequenz von 150 MHz
an. Der Lokaloszillator muss dann zwischen
150 und 250 MHz abstimmbar sein. Das
Spiegelband (feingang+ 2 fzr) von 300 bis
400 MHz kann also von einem Tiefpass,
der keine scharfen Anforderungen erfiillen
muss, unterdriickt werden.

Digitaler Spektrumanalysator

Fiir die digitale Verarbeitung des Ein-
gangsspektrums muss man es bandbe-
grenzen, einer A/D-Wandlung unterziehen,
einen geeigneten Abschnitt (time record)
speichern und den Speicherinhalt digital

Bild 12: Die blaue Kurve wird unter Einhaltung des Abtasttheorems abgetas-
tet, d. h., es werden ihr mehr als zwei Proben pro Periode enthommen. Anders
dagegen die héherfrequente rote Kurve. Beide Abtastungen liefern das gleiche

Signal - eine Folge des Alias-Effekts.

also gewissermallen das Spektrum des
Eingangssignals am Analysefilter ,,vorbei
geschoben®. Dabei darf die Geschwindig-
keit der Frequenzénderung (sweep time,
Wobbelgeschwindigkeit) nichtzu grof3 sein,
damit das Analysefilter geniigend Zeit zum
Einschwingen hat. Seine Einschwingzeit
héngt von der gewdhlten Bandbreite ab
— je schmalbandiger, umso langsamer der
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Bild 11: Der digitale Spektrumanalysator digitalisiert das Ein-
gangssignal zundchst und fiillt mit den digitalen Signalwerten
einen Speicher. Alle weiteren Verarbeitungsschritte beruhen auf
diesem Speicherabbild des digitalisierten Signalabschnitts.
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spektraler Auf-
16sung (schma-
le Bandbreite)
muss der Sweep-
Zyklus deshalb

aufbereiten (Abbildung 11). Man entnimmt
dem Signal also Proben (Abtastenund Hal-
ten, engl. Sample und Hold), wandelt diese
in bindre Zahlenwerte einer bestimmten
Wortlange, speichert sie und unterwirft
den Speicherinhalt (time record) einer
diskreten Fouriertransformation (DFT),
bzw. seiner schnellen Variante, der Fast
Fourier Transformation (FFT, dafiir muss
die Anzahl der Abtastwerte eine Zweier-
potenz sein: 2°=512, 219=1024, 2''=2048
...). Die Darstellung der resultierenden
Spektren und vieler weiterer Signal- und
Verarbeitungsparameter wird heute meist
von Fliissigkristalldisplays iibernommen.

Abtasttheorem

Der erwéhnte bandbegrenzende Tief-
pass am Eingang stellt die Einhaltung des
Abtasttheorems sicher. Es besagt, dass der
hochsten Frequenzkomponente im abzutas-
tenden Signal mindestens zwei Werte pro
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Es sei darauf hingewiesen, dass sowohl
x(t) als auch X(w) komplex sein kdnnen.

Von der Abtastfolge zum diskreten
Spektrum

Das Abtasten von x(t) entspricht einer
Diskretisierung der Zeit, d. h. nur die Sig-
nalwerte zu gewissen Zeitpunkten, den
Abtastzeitpunkten nTa (im Weiteren wird
aus Griinden der Schreibvereinfachung
der Index A weggelassen), werden in die
weitere Betrachtung einbezogen:

| x(t) = x(nT) = x(n) |

Bild 13: Oben: Uberabgetastetes Spektrum (links) und das zugehdorige Spektrum
(rechts). Unten: Unterabtastung fiihrt zur Uberlappung der periodischen Ab-
tastspektren. Durch den Alias-Effekt lasst sich das Ausgangssignal nicht mehr

fehlerfrei rekonstruieren.

Periode zu entnehmen sind, um den so ge-
nannten Alias-Effekt zu vermeiden und die
betreffende Frequenzkomponente wieder
restaurieren zu konnen (Abbildung 12).

Bei der Abtastung ergeben sich ndm-
lich bei Vielfachen der Abtastfrequenz
periodisch wiederkehrende Spektren, die
sich bei Verletzung des Abtasttheorems
iberlappen wiirden. Das Basisbandspekt-
rum enthielte dann Anteile aus dem ersten
Nachbarspektrumund wire auch nach dem
Ausfiltern durch einen Tiefpass irreversibel
verfilscht (Abbildung 13).

Diskrete Fouriertransformation

Wir hatten einen Punkt bisher nur etwas
beildufig erwéhnt, der aber von grofler
Wichtigkeit fiir das Verstdndnis der Funk-
tionsweise eines Spektrumanalysators
ist. Die Fourieranalyse setzt periodische
Signale voraus, d. h. Signale, die schon
immer eingeschaltet waren und bis in alle

Ewigkeit sein werden und deren zeitlicher
Verlauf von regelméBig wiederkehrenden
Abschnitten gekennzeichnet ist. Solche
Signale sind natiirlich nur in der Theorie
mdglich. In der Praxis sind Signale schon
deshalb nicht streng periodisch, weil sie nur
eine bestimmte endliche Zeitlang existieren.
Aber auch sie haben eine spektrale Darstel-
lung, die wir liber die zeitdiskrete Version
des Fourierintegrals gewinnen kdnnen.

An dieser Stelle soll nur kurz, ohne in
die Tiefe zu gehen, der Zusammenhang
zwischen einer endlichen Folge von Ab-
tastwerten im Zeitbereich und den zugeho-
rigen Spektralwerten im Frequenzbereich
abgeleitet werden.

Nehmen wir an, es ldge ein kontinuier-
liches Zeitsignal x(t) vor. Dann ist seine
Fouriertransformierte die zugehorige Dar-
stellung im Frequenzbereich:

X(0) = j x(¢)-e”dt Fourierintegral

f=—oc0
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Bild 14: Wenn die periodische Fortsetzung des gespeicherten Signalabschnitts
zum periodischen Ursprungssignal fiihrt, tritt kein Leakage-Effect auf (links).
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Setzt man dies in das Fourierintegral
ein, reduziert sich die Integration auf die
Summation der zu den Abtastzeitpunkten
herrschenden Werte des Integranden, also
wird aus dem komplexen Fourierintegral
daskomplexe Abtastspektrum der diskreten
Fouriertransformation (DFT):

oo

Y x(n)-e

n=—oco

Dies ist das Abtastspektrum einer ,,im-
merwihrenden® Zeitfunktion (-oo<n<oo).

—i2nfnT

XA(w) =

Beschranken der Abtastwerte

In der Praxis muss aus Aufwands- und
Zeitgriinden eine begrenzte Anzahl von
Abtastwerten aus der unendlich langen
Folge zur Berechnung geniigen — gewis-
sermalen ein endlicher Abschnitt daraus.
Wer mochte schon gerne unendlich lange
auf sein Messergebnis warten? Jede Zeit-
aufnahme ist als Ausschnitt zu verstehen,
der durch Multiplikation der unendlich
langen periodischen Ursprungsfolge mit
einer gleich langen Rechteckfunktion
(uniform window) gewonnen wird. Bei der
Beschrankung der Zahl der Messwerte kann
es zu gravierenden Fehlern kommen, die
man durch ,,Fenstern (d. h. Multiplizieren
der gespeicherten Abtastwerte mit einer
Gewichtsfunktion) der Zeitaufnahme zu
mildern versucht. Das Fenster ist meist so
breit wie der gespeicherte Signalabschnitt.
Inder Regelist es zur Mitte des gespeicher-
ten Signalabschnitts symmetrisch und hat
dortden Wert 1. Zu den Réandern féllt es mit
unterschiedlichem Verlauf auf null ab.

Der Leakage-Effect

Wie bereits gesagt, setzt die Fourier-
transformation voraus, dass ein fiir alle
Zeit wiederholtes Signal vorliegt.

In dem in Abbildung 14 links gezeigten
Fall fiihrt die Bearbeitung des gewéhlten
Abschnittes einer Sinusschwingung mit
zwei kleinen Harmonischen zu keinen
Transformationsfehlern, weil im Speicher
eine ganze Anzahl von Sinusschwingungen
vorliegt. Deren periodische Fortsetzung
fiihrt zu einer mit dem tatsdchlichen Ein-
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Bild 15: Mit einer Fensterfunktion (hier ein Rechteck: uniform windowing) wird
das abgetastete Signal auf eine bestimmte Anzahl von Werten reduziert. Das hat
bei ungiinstiger Wahl des Ausschnitts Verfdlschungen des Signalspektrums zur
Folge: Das Spektrum verbreitert sich (leakage effect).

gangssignal identischen Sinusschwingung,
die der Fouriertransformation zugrunde
liegt. Dagegen fiihrt die Zeitaufnahme in
Abbildung 14 rechts zu Phasenspriingen
im wiederholten Zeitsignal. Damit weicht
dieses erheblich vom tatséchlichen Ein-
gangssignal ab. Es verwundert deshalb
nicht, dass dies auch Auswirkungen auf
die Frequenzdarstellung hat. Wir erhalten
ein ,,verschmiertes“ Abbild des Spektrums
(welches sogar die Harmonischen iiber-
deckt) der sauber durchlaufenden Sinus-
schwingung (leakage effect).

Es ldsst sich natiirlich in der Praxis nicht
immer garantieren, ob eine ganzzahlige
Anzahl von Schwingungen den Speicher
belegt. Damit héingt der Leakage-Effect
von Zufilligkeiten ab und das Messer-
gebnis ist nicht verlédsslich. Hier setzt das
,.Fenstern* an.

Fenstern

Mathematisch wird die Fensterung
durch Multiplikation des gespeicherten
Zeitfunktionsabschnitts (time record) mit
einer Fensterfunktion beschrieben (Ab-
bildung 15).

Bei dieser ,,Fensterung® macht man
natiirlich einen Fehler, der umso grofBer
ist, je mehr die urspriingliche Zeitfunktion
durch die Fensterung verformt wird. Den
Effekt einer Fensterung richtig abschétzen
zu konnen, ist eine wesentliche Voraus-
setzung fiir die korrekte Interpretation des
Ergebnisses einer digitalen Spektrumanaly-
se. Durch geeignete Wahl der Fensterform
(rechteckig, dreieckig, Hanning, Hamming,
Kaiser ...) lédsst sich der Leakage-Effect
verringern.

Wenn wir in Abbildung 14 rechts den
nicht-periodischen Speicherinhalt mit
einem sog. Hanning-Fenster bewerten,
wird das Spektrum deutlich weniger
,verschmiert™ und die stark geddmpften
Harmonischen tauchen wieder auf (Ab-
bildung 16). Das liegt daran, dass die
Phasenspriinge des rechten Signals in
Abbildung 14 ,,wegmultipliziert™ werden.
Das Analyseergebnis bezieht sich jetzt
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allerdings auf eine periodische Folge an-
und abklingender Bursts, deren Spektrum
dem des urspriinglichen Zeitsignals aber
schon deutlich ndher kommt. Eine schone,
mathematikfreie Einfiihrung in die Grund-
lagen der Signalanalyse ist die Application
Note 243 von Hewlett-Packard, der auch
die Abbildungen 14 und 16 entnommen
wurden (http://cp.literature.agilent.com/
litweb/pdf/5952-8898E.pdf).

Frequenzauflésung

Mit der Liange des gespeicherten
Abschnitts der Zeitfunktion untrennbar
verbunden ist die Frequenzauflésung der
DFT. Sie entspricht dem Abstand zweier
Spektrallinien im Abtastspektrum und be-
tragt Af=1/NT (N=Anzahl der Abtastwerte,
T=Abtastperiode). Daraus wird deutlich,
dass mit wachsenden Anspriichen an die
Frequenzaufiésung der DFT die Zahl der ge-
speicherten Abtastwerte und damitauch die
Fensterbreite immer grofer werden muss.
Fiir unendlich feine Auflosung (Abstand
zwischen zwei Spektrallinien Af=0) muss
derbeobachtete Zeitabschnittund damitdie
Beobachtungsdauer

krete Fouriertransformation (DFT):

—i2nnk

X(k)z%_:lx(n)e

n=0

Dabei ist k die Nummer des Spektral-
wertes (k=0, ..., N-1) und N die Gesamt-
zahl der Abtast- bzw- Spektralwerte. Die
Gleichung bringt zum Ausdruck, dass die
Spektralwerte X(k) als komplexe Grofe
einen Betrag und eine Phase haben. Der
Exponentialfaktor wird auch als Dreh-
faktor WN (engl. twiddle factor) bezeich-
net. Unter Ausnutzung seiner Symmetrie-
und Periodizitdtseigenschaften gelangt
man zur erheblich schnelleren Fast Fourier
Transformation (FFT: Schnelle Fourier-
transformation), wobei aber die Anzahl
der Abtastwerte eine Potenz von zwei sein
muss (N=..., 512, 1024, 2048, ...).

Multiplizieren oder Falten

Eine zweite Moglichkeit zur Bestim-
mung des Spektrums der abgetasteten und
gefensterten Zeitfunktion besteht darin, die
DFT der ungefensterten Zeitfunktion mit
der DFT der Fensterfunktion zu ,,falten‘.
Dies beruht auf einem zentralen Gesetz der
Nachrichtentechnik, wonach der Multipli-
kation zweier Zeitfunktionen die Faltung
ihrer Spektren entspricht (Multiplikationim
Zeitbereich=Faltung im Frequenzbereich).
Es wiirde den Rahmen dieses Artikels
sprengen, darauf einzugehen.

Mit der Identitét

e =cosa—isin &
(Eulersche Formel fiir komplexe
Zahlen,i=~/-1= imagindre Einheit)

kann man Phase und Betrag des komplexen

unendlich lang sein.

Zu fensterndes Signal

Schnelle Fourier-
transformation
Angenommen, wir
speichern N Abtast-
werte aus einer un-
endlich langen Folge,
dann ergeben sich N

Fonstoifunkticn

!

Der FFT 2ugrunde
liegendes Signal
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Bild 16:

Wenn die perio-
dische Fortsetzung
des gespeicherten
Signalabschnitts
nicht zum perio-
dischen Ursprungs-
signal fiihrt, verrin-
gert ,,Fenstern“ den
Schmiereffekt.
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Bild 17: Kann man dem Zeitsignal (links) enthehmen, aus welchen Komponenten
es besteht? Wohl kaum. Die Spektren (Mitte und rechts) dagegen sprechen eine

klare Sprache.

Spektralwerts leicht berechnen (Pythagoras
und arctan).

Wer sich etwas hintergriindiger fiir die
mathematischen Grundlagen der digitalen
Signalverarbeitung interessiert, wird in
einer kommenden Serie im ,,ELVjournal*
bedient.

Einschones Beispiel fiir die Niitzlichkeit
der Fourieranalyse zeigt Abbildung 17.
Links ist eine Zeitfunktion dargestellt, wie
man sie mit einem Oszilloskop sehen wiirde
(60 ms/Div.). Sie besteht aus einer Grund-
schwingung von 440 Hz (Kammerton ,,a*)
und zwei Netzbrummstérungen bei 50 Hz
und 100 Hz sowie iiberlagertem Rauschen.
Dies ist der Zeitdarstellung beim besten
Willen nicht zu entnehmen. Ganz anders
dagegen zeigt das Spektrum in der Mitte
klar die dominierende 440-Hz-Linie und je
eine kleine Linie bei 50 Hz und 100 Hz.
Wegen des linearen MalBstabs drohen
Letztere fast im Rauschen unterzugehen.
Im logarithmisch skalierten Spektrum
rechts treten sie deutlich hervor. Durch
spezielle Techniken wie Autokorrelation
und Mittelwertbildung lassen sich sogar
Signale aus dem Rauschen extrahieren,
deren Amplitude erheblich kleiner als die
der Rauschstorung ist.

DieAbbildungen 1,2,5und 17 wurden mit
derkostenlosen wissenschaftlichen Software
Scilab 4.0, einer interaktiven Programmier-
umgebung flir numerische Anwendungen,
berechnet. Scilab ist unter http://www.
scilab.org/download/index download.
php?page=release.html aus dem Internet zu
beziehen. Dank umfangreicher Dokumen-
tationen mit Anwendungsbeispielen kann
man Scilab relativ schnell nutzbringend
einsetzen. Mathematische Grundkenntnisse
sind allerdings unabdingbar.
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Bedienung digitaler Spektrum-
analysatoren

Wie beim Oszilloskop ist das Display
digitaler Spektrumanalysatoren durch ein
Zeilen- und Spaltenraster in rechteckige
Teilbereiche unterteilt. In x-Richtung kann
man den iiberstrichenen Frequenzbereich
pro Rastereinheit (Frequency Span/Div.)
und in y-Richtung die Amplitude (Volts/
Div.) oft auch im logarithmischen MaS-
stab vorgeben. Ebenso ist die Wahl der
gewiinschten Fensterfunktion (Window)
moglich: Rechteck, Hanning, Hamming,
Kaiser ...

Besonders komfortabel ist die Bedienung
vondigitalen Spektrumanalysatoren/Oszil-

loskopen, wenn diese als Steckkarte zum
Beispiel fiir den PCI-Bus eines PCs ausge-
fithrt sind. Dann steht der ganze Bildschirm
als virtuelles Bedienpanel zur Verfiigung.
Dieses kannan das zu16sende Messproblem
angepasst werden, Einstellparameter und
Messwerte lassen sich abspeichern und spé-
ter wieder aufrufen (Wiederholbarkeit einer
Messung!), die Verwendung der Messwerte
in einer weiterverarbeitenden Auswerte-
und Simulationssoftware ist einfach und
die Einbindung in programmgesteuerte
Messplitze macht keine Probleme.

Auch Varianten fiir die externen PC-
Schnittstellen wie den USB (Universal Se-
rial Bus), die parallele Druckerschnittstelle
(Centronics)und den Ethernet-Port sind auf
dem Markt. So sind auch drahtlose Mes-
sungen iiber WLAN-Netze mdglich, was
vollig neue Anwendungen ermoglicht.

Ein Beispiel fiir die umfangreichen Aus-
wertungen von abgespeicherten Samples
mit Karten verschiedener Hersteller zeigt
Abbildung 18 (http://www.sigview.com/
images/scr6.jpg). Der Screenshot basiert
aufder Shareware SigView (ca. 100 US-$)
der Firma SignalLab.

Erste Experimente kann man bereits mit
der Soundkarte als Datenaufzeichnungs-
und Ausgabemedium durchfithren und
spéter auf eine anspruchsvolle Mehrkanal-
PCI-Steckkarte von National Instruments®
oder Measurement Computing® umsteigen.
Das ist meistens erheblich preiswerter als
die Anschaffung eines Stand-alone-Oszil-
loskops und -Spektrumanalysators. Bei
vielen DSP-Karten (DSP: Digital Signal
Processing = Digitale Signalverarbeitung)
ist im Lieferumfang bereits umfangreiche
Software zur Analyse, Synthese und Vi-
sualisierung digitaler Daten enthalten. Oft
lassen sich damit vollstandige ,,virtuelle®
Messplétze aufbauen.
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Bild 18: Wenn erst einmal eine geniigend groBe Anzahl von digitalisierten Sig-
nalwerten im Speicher ist, kann man daraus (fast) alles berechnen. Mit SigView
und einer Soundkarte geht das schon zum Nulltarif. (Quelle: http://www.sigview.

com/images/scr6.jpg)
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